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Resumo: As Redes de Distribuição de Água (RDA) são responsáveis pelo transporte de água potável em centros 
urbanos e instalações industriais. Estas redes são formadas por diversos componentes e sua síntese pode ser 
formulada como um problema de otimização com formulação de Programação Não Linear Inteira Mista (MINLP), 
envolvendo a minimização do custo de instalação da rede, considerando os comprimentos dos tubos e os sentidos de 
escoamento conhecidos e um conjunto discreto de diâmetros comerciais. Entretanto, em um projeto real de RDA, os 
sentidos de escoamento da água são desconhecidos. Neste trabalho, é proposto um modelo de otimização para a 
síntese de RDA considerando os sentidos de escoamento desconhecidos nos tubos, usando técnicas de programação 
disjuntiva, seguindo uma abordagem determinística. Três estudos de caso da literatura são explorados para testar a 
aplicabilidade do modelo e técnicas de otimização global são usadas na sua resolução. 

Palavras-chave: Redes de Distribuição de Água; Programação Matemática; Sentido de Escoamento 
Desconhecido; Custos de Instalação. 

Abstract: Water Distribution Networks (WDN) are systems responsible for potable water transportation in urban 
centers and industrial installations and are formed by several components. WDN synthesis can be formulated as an 
optimization problem with Mixed Integer Non-Linear Programming (MINLP) formulation, involving the minimization 
of the network installation cost, considering the tubes length and known flow directions and a discrete set of available 
diameters. However, in real WDN flow directions are unknown. In the present paper it is proposed an optimization 
model for WDN synthesis considering unknown flow directions, using disjunctive programming techniques and a 
deterministic approach. Three case studies are explored to test the model applicability and global optimization 
techniques are used in the problem solution. 

Keywords: Water Distribution Networks; Mathematical Programming; Unknown Flow Directions; Installation 
Costs. 

1 INTRODUÇÃO 

A superfície terrestre, em sua maioria, é composta pelo principal recurso natural existente para 
o desenvolvimento de seres vivos, a água. A maior parte dessa água é contemplada pela água salgada. 
A água doce é usada pelos seres humanos, sendo originária em lagos, rios, açudes e entre outros. Para 
que haja o fornecimento de água aos consumidores é necessário um sistema de abastecimento. 

No desenvolvimento de grandes e pequenas regiões, os sistemas de abastecimento de água são 
fundamentais e fazem parte das necessidades básicas de qualquer população. Estes sistemas são 
compostos principalmente pela captação de água, por uma estação de tratamento e uma rede de 
distribuição. Os custos de capital decorrentes da aquisição e instalação da rede de distribuição são os 
mais expressivos no sistema de abastecimento, dependendo da população a ser atendida. 

As Redes de Distribuição de Água (RDA) são responsáveis por transportar a água tratada para 
todos os pontos de demanda e devem proporcionar o fornecimento de forma adequada e eficiente, 
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reduzindo ao máximo os desperdícios ao longo de sua operação. As RDA são formadas por um conjunto 
de equipamentos, contendo essencialmente nós de demanda de água, tubos caracterizados por seus 
nós iniciais e finais, reservatórios de água e bombas hidráulicas. Algumas tubulações podem constituir 
loops fechados entre os nós de demanda e a água pode ser fornecida por gravidade ou usando um 
sistema de bombeamento. 

O projeto de uma RDA é um problema complexo que pode ser formulado como um problema de 
otimização. A maioria dos trabalhos existentes na literatura busca minimizar o custo de instalação da 
rede, sendo os diâmetros dos tubos as variáveis discretas de otimização, selecionados de acordo com 
um conjunto de diâmetros comerciais, enquanto os comprimentos dos tubos e os sentidos de 
escoamento da água são previamente definidos. As restrições do problema são o balanço de massa em 
cada nó, a diferença de pressão entre dois nós, considerando a existência de loops e a velocidade da 
água em cada tubo e a queda de pressão devem obedecer a limites operacionais, formando um sistema 
de equações não lineares, que pode ter várias soluções. Na literatura, diferentes abordagens 
determinísticas e estocásticas têm sido usadas para resolver o problema (Mala-Jetmarova et al., 2018). 

Quando uma nova RDA é projetada em setores urbanos ou em processos industriais, os sentidos 
de escoamento da água nos tubos não são conhecidos e a solução do problema de otimização pode se 
tornar ainda mais difícil de ser obtida. No presente trabalho, para representar a RDA propõe-se um 
modelo de otimização com uma formulação de Programação Não Linear Inteira Mista (MINLP), 
considerando os diâmetros dos tubos e os sentidos de escoamento como variáveis de otimização. O 
modelo proposto considera uma abordagem determinística com a utilização de programação 
disjuntiva, com o uso de restrições algébricas e expressões lógicas simbólicas. Algumas 
transformações logarítmicas são introduzidas a fim de tornar o modelo mais robusto e evitar 
problemas associados à não linearidade do sistema. O ambiente GAMS (General Algebraic Modeling 
System) é usado para resolver o problema, sem o uso de simuladores hidráulicos. Estudos de caso da 
literatura são utilizados para testar a aplicação do modelo desenvolvido e técnicas de otimização 
global são usadas na sua resolução. 

2 REVISÃO DA LITERATURA 

Na literatura os trabalhos sobre o projeto ótimo de RDA consideram distintas abordagens. 
Problemas de otimização com formulação de Programação Linear (LP), Programação Não Linear 
(NLP), Programação Linear Inteira Mista (MILP) e Programação Não Linear Inteira Mista têm sido 
propostos, envolvendo técnicas determinísticas ou estocásticas para a sua solução. As formulações 
MINLP são mais representativas para problemas reais. 

Alperovits & Shamir (1977) resolveram um problema LP para obter uma distribuição viável e 
depois realizaram uma busca no espaço das variáveis, com base no gradiente da função objetivo. Este 
método foi expandido em Goulter et al. (1986), contemplando a importância da escolha do caminho 
de perda de carga no problema de otimização, em Kessler & Shamir (1989), apresentando uma análise 
do método e uma formulação usando a teoria de grafos e, em Eiger et al. (1994), abordando um 
problema semi-infinito, resolvido globalmente por um algoritmo Branch and Bound, usando teoria da 
dualidade. Hansen et al. (1991) propuseram um algoritmo sucessivo com uma abordagem de busca 
local e Sarbu (1997) obteve resultados interessantes em novas RDA, bem como para a extensão de 
RDA existentes. 

Morsi et al. (2012) propuseram um modelo de otimização de RDA do tipo MILP e o método 
Branch and Bound foi usado para a resolução do problema. Os primeiros autores que consideraram as 
formulações NLP para o projeto de RDA foram Shamir & Howard (1968). O método de Newton-
Raphson foi usado para resolver o sistema de equações. Watanatada (1973) também contribuiu com 
uma formulação NLP para resolver o problema de projeto de RDA, usando restrições de conservação 
de massa e energia e limites físicos. As restrições de desigualdade foram limitadas por uma 
transformação de Box e as de igualdade foram resolvidas usando o método de Haarhoff e Buys. 

Modelos MINLP e métodos determinísticos para a síntese da RDA foram propostos nos trabalhos 
de Bragalli et al. (2006, 2008, 2012). Neste último trabalho os autores propuseram um relaxamento 
nas variáveis e resolveram o problema com o solver BONMIN, no ambiente AMPL. D’Ambrosio et al. 
(2015) desenvolveram um modelo com formulação MINLP para descrever a dinâmica da água em 
tubulações, usando ramificações espaciais e relaxamentos lineares. Cassiolato et al. (2019) 
propuseram uma formulação disjuntiva do tipo Big-M para a síntese de RDA e o solver SBB foi usado, 
no ambiente GAMS (General Algebraic Modeling System). Cassiolato et al. (2021) também 
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apresentaram um modelo do tipo MINLP com uma reformulação Convex Hull e os solvers SBB e BARON 
foram aplicados, em GAMS. 

A maioria dos trabalhos publicados, no entanto, usa abordagens não determinísticas para 
resolver o problema. As principais meta-heurísticas utilizadas são Genetic Algorithms (GA), nos 
trabalhos de "Savic, Walters (1997), Reca & Martínez (2006), Kadu et al. (2008), Bi et al. (2015) e 
Reca et al. (2017); Artificial Immune Systems (AIS), utilizada por Eryiğit (2015); Harmony Search (HS), 
nos trabalhos de Geem (2006, 2009); Particle Swarm Optimization (PSO), nos trabalhos de Suribabu & 
Neelakantan (2006), Ezzeldin et al. (2014), Rao et al. (2017), Surco et al. (2018a, 2018b, 2019, 2021); 
Differential Evolution (DE), nos trabalhos de Vasan & Simonovic (2010), Suribabu (2010) e Suribabu 
& Neelakanta (2014); Gravitational Search Algorithm (GSA), no trabalho de Fallah et al. (2021); 
Evolutionary Algorithm (EA), em Bolognesi et al. (2010), Avila-Melgar et al. (2017) e Palod et al. 
(2020); Simple Benchmarking Algorithm (SBA) em Shende &Chau (2019) e Whale Optimization 
Algorithm (WOA), em Ezzeldin & Djebedjian (2020). 

Assim, a maioria das contribuições da literatura para resolver o problema de projeto de RDA usa 
abordagens não determinísticas, com os sentidos de escoamento da água conhecidos nos tubos e um 
software auxiliar para solucionar as equações hidráulicas pertencentes ao problema. No presente 
trabalho apresenta-se um modelo de otimização com a formulação MINLP, considerando os sentidos 
de escoamento da água desconhecidos e sem a necessidade de utilizar software adicional. 

3 MODELO DE OTIMIZAÇÃO 

O modelo proposto para projeto ótimo de RDA consiste na determinação dos diâmetros dos 
tubos, formulado como um problema de otimização com formulação MINLP. Os sentidos de 
escoamento da água são considerados desconhecidos nos tubos e são caracterizados por variáveis 
binárias, de acordo com a proposição de disjunções. Define-se como  o conjunto de índices ( ,i j ) 
para os nós da RDA e denota-se como i j−  o tubo cujo escoamento da água está indo do nó i  para o 
nó j . Considere-se ,i j   o subconjunto de índices para os nós da RDA em que existe uma tubulação 
ligando i j− . 

Sejam id  a demanda de água para o nó i , ,i jq  a vazão volumétrica no tubo i j− , 1
,i jq  é igual a ,i jq  

se a água flui do nó i  para o nó j  e, em caso contrário, vale zero. A vazão 2
,i jq  é igual a ,i jq  se a água 

flui do nó j  para o nó i , ou, em caso contrário, vale zero. O balanço de massa em cada nó de demanda 
é: 

( ) ( )
, ,

1 2 1 2
, , , , ,    

j i i j

j i j i i j i j i

j j

q q q q d i

 

− − − =     (1) 

A grande dificuldade nesse tipo de balanço é que nos laços existentes nas RDA não se sabe, a 
priori, em que sentido está escoando a água. Por isso, faz-se necessário expressar a vazão como a 
diferença de dois termos. Define-se, assim, o conjunto ,i j . Faz-se 1

, 0i jq   se a água escoa do nó i  para 
o nó j  e 2

, 0i jq   se a água escoa do nó j  para o nó i . 
Sejam iP  a pressão no nó i  e ih  a elevação do nó i . Considere-se ,i jEp  a altura manométrica, ou 

elevação de pressão, gerada por uma bomba hidráulica no tubo i j−  e 1
,i jEp  igual a ,i jEp  se a água flui 

do nó i  para o nó j . Caso contrário, vale zero, e 2
,i jEp  é igual a ,i jEp , se a água flui do nó j  para o nó 

i . Caso contrário, vale zero. Define-se ,Δ i jP  como sendo a queda de pressão no tubo i j−  e 1
,Δ i jP  igual 

a ,Δ i jP  se a água flui do nó i  para o nó j . Caso contrário, vale zero. Se a água flui do nó j  para o nó i , 
2
,Δ i jP  é igual a ,Δ i jP  e, em caso contrário, vale zero. A diferença de pressão entre dois nós pode ser 

escrita da seguinte maneira: 

1 2 1 2
, , , , ,Δ Δ ,     ,i i i j i j j j i j i j i jP h Ep Ep P h P P i j+ + − = + + −    (2) 

em que min
i iP P , sendo min

iP  a pressão mínima permitida no nó i , para todo i . 

,i jL  é o comprimento do tubo ligando os nós i j− , ,i jx  é o diâmetro do tubo e ,i jv  a velocidade da 
água no trecho i j− . A equação mais utilizada na literatura para o cálculo da queda de pressão quando 
a água é o fluido em escoamento é a de Hazen-Williams. Seja ,i jC  o coeficiente de rugosidade de Hazen-
Williams no trecho i j− , que é um valor adimensional e dependente do material e do tempo de uso. 
Essa equação é dada por: 
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, ,
, ,

, ,

   
Δ ,     ,

 

i j i j
i j i j

i j i j

L q
P i j

C x



 


=    (3) 

em que   é um fator de conversão numérica associado ao sistema de unidades utilizado na equação e 
1/ 0,54 =  e 2,63 / 0,54 =  são coeficientes fixos. A equação de Hazen-Williams é sensível a essas 

constantes, ou seja, pequenas mudanças nos valores podem alterar significativamente a solução do 
problema. 

A velocidade da água em cada trecho i j−  é dada por: 

,
, ,2

,

4 
,     ,

 

i j
i j i j

i j

q
v i j

x
=    (4) 

As Equações 3 e 4 são não lineares. Para evitar problemas afetos à não linearidade dessas 
equações, faz-se uso de logaritmos, transformando as equações não lineares em lineares: 

( ) ( ), , , ,, ,ln Δ ln ln ln ,     ,i j i j i j i ji j i jP L q C x i j
  = + −    (5) 

2
, , , ,ln ln ln ,     ,

4
i j i j i j i jv q x i j

 
= −   

 
 (6) 

Definindo as variáveis , ,lni j i jv v= , , ,lni j i jq q=  e , ,Δ lnΔi j i jP P= , para todo ,, i ji j , e utilizando-as nas 
Equações 5 e 6, todos os termos nessas equações serão lineares, uma vez que os diâmetros, os 
comprimentos e os coeficientes de rugosidade de Hazen-Williams dos tubos são valores conhecidos. 
Assim, obtém-se as seguintes equações: 

( ) ( ), , , ,, ,Δ ln ln ,     ,i j i j i j i ji j i jP L q C x i j
  = + −    (7) 

2
, , , ,ln ,     ,

4
i j i j i j i jv q x i j

 
= −   

 
 (8) 

As variáveis originais , v q  e ΔP  podem ser encontradas pela exponenciação dos valores 
correspondentes de , v q  e ΔP : 

,
, ,,     ,i jv

i j i je v i j=    (9) 

,
, ,,     ,i jq

i j i je q i j=    (10) 

,Δ
, ,Δ ,     ,i jP

i j i je P i j=    (11) 

Seja o custo por comprimento do tubo i j−  com diâmetro xi,j dado por ( ),i jCusto x  e TC  o custo 
total de instalação da rede, a função objetivo a ser minimizada é dada por: 

( )
,

, ,

,

 

i j

T i j i j

i j

C L Custo x



=   (12) 

Sejam kD  o diâmetro comercial disponível, ( )kCusto D  o custo por comprimento do tubo com 
diâmetro kD  e kR  a rugosidade do tubo com diâmetro kD , para todo k , em que  é o conjunto de 
índices para os diâmetros disponíveis para a RDA. 

Para evitar aproximações ou arredondamentos, devido à existência de variáveis discretas, uma 
reformulação no modelo é proposta, usando programação disjuntiva, que é uma técnica que relaciona 
variáveis discretas com conceitos de lógica matemática (Balas, 2018). 

Dado um par ,, i ji j , sejam , ,i j kY  a variável booleana associada ao trecho i j−  da tubulação com 
diâmetro kD , para todo k . Esta variável booleana é verdadeira se no trecho i j−  o diâmetro kD  for 
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selecionado e falsa, caso contrário. Define-se ,i j  o custo do trecho i j−  e ,i j  a rugosidade do tubo 
nesse trecho. Desta forma, a disjunção exclusiva que caracteriza a escolha do diâmetro de cada tubo é 
escrita como sendo: 

( )

( ) ( )

, ,

,

, ,

, ,

2
, ,

, , ,

 

,     ,

ln
4

ln ln

i j k

i j k

i j i j k

i j k i j

i j i j k

i j i j i j k k

Y

x D

L Custo D

R i j
k

v q D

P L q R D
 







 

 
 

= 
 

= 
  =   
   

 = −  
  
 
  = + −
 

 (13) 

Esta disjunção pode ser reescrita usando uma reformulação convexa para variáveis discretas 
(Grossmann & Lee, 2003). Seja , ,i j ky  a variável binária associada ao trecho i j−  com diâmetro kD , para 
todo k , que vale 1 se no trecho i j−  o diâmetro kD  for selecionado e 0, caso contrário. Desta forma, 
têm-se as equações: 

, , , ,  ,     ,i j k i j k i j

k

x D y i j



=    (14) 

( ), , , , ,    ,     ,i j i j k i j k i j

k

L Custo D y i j



=    (15) 

, , , ,  ,     ,i j k i j k i j

k

R y i j



=    (16) 

2
, , , , ,ln ,     ,

4
i j i j k i j k i j

k

v q D y i j




 
= −   

   (17) 

( ) ( ), , , , , ,Δ ln ln ,     ,i j i j i j i j k i jk k

k

P L q R D y i j
  



= + −    (18) 

, , ,1,     ,i j k i j

k

y i j



=    (19) 

A Equação 19 indica que para cada trecho i j−  apenas um diâmetro pode ser escolhido. Como o 
custo de cada tubo depende do diâmetro, então a nova função objetivo, que representa o custo total 
de instalação da rede, é dada por: 

,

,

, i j

T i j

i j

C 



=   (20) 

Sejam 1
,i jv  igual a ,i jv  se a água flui do nó i  para o nó j  e zero, em caso contrário, e 2

,i jv  igual a 

,i jv  se a água flui do nó j  para o nó i  e zero em caso contrário. Para que 1
,i jq , 2

,i jq , 1
,Δ i jP , 2

,Δ i jP , 1
,i jEp , 

2
,i jEp , 1

,i jv  e 2
,i jv  sejam diferentes de zero, existe a necessidade de impor a elas limites inferior e 

superior. Define-se os limites inferiores como sendo ,
min
i jq , ,Δ min

i jP , ,
min
i jEp  e ,

min
i jv , para todo ,, i ji j . 

Analogamente, ,
max
i jq , ,Δ max

i jP , ,
max
i jEp  e ,

max
i jv  são os limites superiores. 

Dado um par ,, i ji j , sejam 1
,i jW  a variável booleana que é verdadeira se a água escoa do nó i  

para o nó j  e falsa, caso contrário, e 2
,i jW  a variável booleana que é verdadeira se a água escoa do nó 

j  para o nó i  e falsa, caso contrário. Desta forma, a disjunção exclusiva que caracteriza a escolha do 
sentido de escoamento de cada tubo é escrita por: 
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1 2

, ,

1 2

, , , ,

1 2

, , , ,

1

, , , ,

1

, ,

min max

, , ,

min max

, , ,

min max

, , ,

min max

, , ,

i j i j

i j i j i j i j

i j i j i j i j

i j i j i j i j

i j i j

i j i j i j

i j i j i j

i j i j i j

i j i j i j

W W

v v v v

q q q q

P P P P

Ep Ep

v v v

q q q

P P P

Ep Ep Ep

 
 

= = 
 = =
 

 =   =  
  =
 

  
  
 
     
 

  

2

2

,, ,

min max

, , ,

min max

, , ,

min max

, , ,

min max

, , ,

, , i ji j i j

i j i j i j

i j i j i j

i j i j i j

i j i j i j

i jEp Ep

v v v

q q q

P P P

Ep Ep Ep



 
 
 
 
 
 
   =
 

  
  
 
     
 

  

 (21) 

Esta disjunção pode ser escrita usando uma reformulação convexa para variáveis contínuas 
limitadas. Seja 1

,i jw  a variável binária que vale 1 se a água escoa do nó i  para o nó j  e 0, caso contrário, 
e 2

,i jw  a variável binária que vale 1 se a água escoa do nó j  para o nó i  e 0, caso contrário. Desta forma, 
têm-se as equações: 

1 2
, , , ,,     ,i j i j i j i jv v v i j= +    (22) 

1 1 1
, , , , , ,    ,     ,min max

i j i j i j i j i j i jv w v v w i j     (23) 

2 2 2
, , , , , ,    ,     ,min max

i j i j i j i j i j i jv w v v w i j     (24) 

1 2
, , , ,,     ,i j i j i j i jq q q i j= +    (25) 

1 1 1
, , , , , ,    ,     ,min max

i j i j i j i j i j i jq w q q w i j     (26) 

2 2 2
, , , , , ,    ,     ,min max

i j i j i j i j i j i jq w q q w i j     (27) 

1 2
, , , ,Δ Δ Δ ,     ,i j i j i j i jP P P i j= +    (28) 

1 1 1
, , , , , ,Δ   Δ Δ   ,     ,min max

i j i j i j i j i j i jP w P P w i j     (29) 

2 2 2
, , , , , ,Δ   Δ Δ   ,     ,min max

i j i j i j i j i j i jP w P P w i j     (30) 

1 2
, , , ,,     ,i j i j i j i jEp Ep Ep i j= +    (31) 

1 1 1
, , , , , ,    ,     ,min max

i j i j i j i j i j i jEp w Ep Ep w i j     (32) 

2 2 2
, , , , , ,    ,     ,min max

i j i j i j i j i j i jEp w Ep Ep w i j     (33) 

1 2
, , ,1,     ,i j i j i jw w i j+ =    (34) 

Portanto, o modelo de otimização para a síntese de RDA considerando os sentidos de escoamento 
desconhecidos nos tubos é dado por: 

min  

,

,

, i j

i j

i j





  
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s. a  ( ) ( )
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1 2 1 2
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j j

q q q q d i

 

− − − =     
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



 
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( ) ( ), , , , , ,Δ ln ln ,     ,i j i j i j i j k i jk k

k

P L q R D y i j
  


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, , ,1,     ,i j k i j

k
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

=    

,
, ,,     ,i jv

i j i je v i j=    

,
, ,,     ,i jq

i j i je q i j=    

,Δ
, ,Δ ,     ,i jP

i j i je P i j=    

,    min
i iP P i    

1 2
, , , ,,     ,i j i j i j i jv v v i j= +    

1 1 1
, , , , , ,    ,     ,min max

i j i j i j i j i j i jv w v v w i j     

2 2 2
, , , , , ,    ,     ,min max

i j i j i j i j i j i jv w v v w i j     

1 2
, , , ,,     ,i j i j i j i jq q q i j= +    

1 1 1
, , , , , ,    ,     ,min max

i j i j i j i j i j i jq w q q w i j     

2 2 2
, , , , , ,    ,     ,min max

i j i j i j i j i j i jq w q q w i j     

1 2
, , , ,Δ Δ Δ ,     ,i j i j i j i jP P P i j= +    

1 1 1
, , , , , ,Δ   Δ Δ   ,     ,min max

i j i j i j i j i j i jP w P P w i j     

2 2 2
, , , , , ,Δ   Δ Δ   ,     ,min max

i j i j i j i j i j i jP w P P w i j     

1 2
, , , ,,     ,i j i j i j i jEp Ep Ep i j= +    
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1 1 1
, , , , , ,    ,     ,min max

i j i j i j i j i j i jEp w Ep Ep w i j     

2 2 2
, , , , , ,    ,     ,min max

i j i j i j i j i j i jEp w Ep Ep w i j     

1 2
, , ,1,     ,i j i j i jw w i j+ =    

4 ESTUDOS DE CASO 

Para a aplicação da abordagem desenvolvida, três estudos de caso foram escolhidos da literatura. 
O modelo foi implementado no ambiente GAMS e as soluções dos problemas foram obtidas usando 
técnicas de otimização global. Em todos os casos analisados, os sentidos de escoamento foram 
considerados variáveis de otimização, juntamente com os diâmetros dos tubos e com o custo total de 
instalação da rede. Quando os sentidos de escoamento são considerados desconhecidos, 
invariavelmente, ocorre um acréscimo no tempo de processamento. Porém, como demonstrado nos 
casos estudados, esse acréscimo não é significativo para a obtenção dos resultados, como pode ser 
observado nos casos a seguir. 

4.1 Estudo de Caso 1 

Esse estudo de caso refere-se ao dimensionamento de parte da rede de distribuição de água do 
bairro do Bessa na cidade de João Pessoa, Paraíba, projetada pela Companhia de Águas e Esgoto da 
Paraíba (CAGEPA) em 1982. A Figura 1 representa sua topologia, contendo 1 reservatório, 7 tubos 
interligando 7 nós de consumo e 1 loop. A alimentação dessa rede é feita por gravidade e o reservatório 
é representado pelo primeiro nó. As características dos nós e os comprimentos dos tubos são 
apresentados na Tabela 1. Para a rede Bessa são disponibilizados 10 diâmetros comerciais, totalizando 
107 possíveis soluções para o problema (Tabela 2). A velocidade da água deve ser limitada entre 
0,3 m/s e 3 m/s, e a pressão mínima é de 25 m para todos os nós. Os parâmetros da equação de Hazen-
Williams são 10,667,   1,852 = =  e 4,871 = . 

O problema foi resolvido com o solver de otimização global BARON. As velocidades da água, os 
sentidos de escoamento encontrados para os tubos, as pressões calculadas para os nós e uma 
comparação com os resultados encontrados na literatura são apresentados na Tabela 3. Como pode 
ser visto, o melhor valor encontrado foi o custo de $ 126.806.220, que corresponde ao ótimo global. O 
autor citado na comparação dos resultados usou um software adicional para o cálculo das variáveis 
hidráulicas e considerou os sentidos de escoamento conhecidos. 

 
Figura 1 – Rede Bessa 

Tabela 1 – Características dos nós e dos tubos para a rede Bessa 

Nó Elevação (m) Demanda (L/s) Tubo Comprimento (m) 

1 54,0 -420,43 1 2540 

2 5,0 0 2 350 

3 5,0 43,44 3 1020 

4 4,0 40,29 4 1140 

5 4,5 208,6 5 1430 

6 4,5 47,78 6 1710 

7 4,5 80,32 7 1410 
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Tabela 2 – Dados dos diâmetros disponíveis para a rede Bessa 

Diâmetro 
(m) 

Custo 
($/m) 

Coeficiente  
de rugosidade 

Diâmetro 
(m) 

Custo 
($/m) 

Coeficiente  
de rugosidade 

0,10 1.629 145 0,35 11.012 130 

0,15 4.054 145 0,40 12.397 130 

0,20 5.769 145 0,45 15.501 130 

0,25 7.718 145 0,50 17.696 130 

0,30 9.237 130 0,60 23.132 130 

Tabela 3 – Variáveis hidráulicas, custos e diâmetros calculados para a rede Bessa 

Trecho 
Sentido de 

escoam. 

Diâmetro (m) 
Carvalho 

(2007) 

Diâmetro (m) 
Presente 
trabalho 

Velocidade 
(m/s) 

Presente 
trabalho 

Nó 

Pressão (m) 
Carvalho 

(2007) 

Pressão (m) 
Presente 
trabalho 

1 1-2 0,6 0,6 1,49 1 Reservatório 

2 2-3 0,5 0,45 1,82 2 41,03 41,02 

3 2-6 0,35 0,35 1,37 3 39,69 38,8 

4 3-4 0,45 0,45 1,54 4 35,33 34,45 

5 4-5 0,4 0,4 1,63 5 26,26 25,4 

6 7-5 0,1 0,1 0,48 6 36,39 36,36 

7 6-7 0,3 0,3 1,19 7 29,79 29,69 

Custo ($)  127.574.470 126.806.220     

4.2 Estudo de Caso 2 

Esse estudo de caso foi proposto originalmente por Alperovits & Shamir (1977) e é conhecido 
como Two loop. A Figura 2 representa sua topologia, contendo 1 reservatório, 8 tubos interligando 7 
nós de consumo e 2 loops. A alimentação dessa rede é feita por gravidade e o reservatório é 
representado pelo primeiro nó. Todos os tubos possuem 1.000 m de comprimento e as características 
dos nós são apresentadas na Tabela 4. Para a rede Two loop são disponibilizados 14 diâmetros 
comerciais, totalizando 148 possíveis soluções para o problema (Tabela 5), em que o coeficiente de 
rugosidade é 130 para todos os diâmetros. A velocidade da água deve ser limitada entre 0,3 m/s e 
3 m/s, e a pressão mínima é de 30 m para todos os nós. Os parâmetros da equação de Hazen-Williams 
são 10,667,   1,852 = =  e 4,871 = . 

O problema foi resolvido com o solver de otimização global BARON. As velocidades da água e os sentidos 
de escoamento encontrados para os tubos e, as pressões calculadas para os nós são apresentadas na Tabela 6. 
Na Tabela 7 é apresentada uma comparação com algumas diferentes abordagens que resolveram o problema. 
O melhor valor encontrado foi o custo de $ 419.000, que corresponde ao ótimo global. 

Na Tabela 7 são citados apenas dois autores para efeito de comparação de resultados para a rede 
Two loop, que usaram diferentes abordagens e o uso de simuladores hidráulicos. Surco et al. (2018a) 
e Ezzeldin & Djebedjian (2020) usaram o simulador EPANET em abordagens meta-heurísticas, com 
PSO e WOA. Muitos outros autores também utilizaram esse problema e o melhor resultado encontrado 
é o mesmo apresentado nesse trabalho, que corresponde ao ótimo global para este problema. 

 
Figura 2 – Rede Two loop 
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Tabela 4 – Características dos nós para a rede Two loop 

Nó Elevação (m) Demanda (m3/h) 

1 210 -1120 

2 150 100 

3 160 100 

4 155 120 

5 150 270 

6 165 330 

7 160 200 

Tabela 5 – Dados dos diâmetros disponíveis para a rede Two loop 

Diâmetro (m) Custo ($/m) Diâmetro (m) Custo ($/m) 

0,0254 2 0,3048 50 

0,0508 5 0,3556 60 

0,0762 8 0,4064 90 

0,1016 11 0,4572 130 

0,1524 16 0,5080 170 

0,2032 23 0,5588 300 

0,2540 32 0,6096 550 

Tabela 6 – Variáveis hidráulicas calculadas para a rede Two loop 

Tubo Velocidade (m/s) Sentido de escoamento Nó Pressão (m) 

1 1,90 1-2 1 210 

2 1,85 2-3 2 53,25 

3 1,46 2-4 3 30,46 

4 1,12 4-5 4 43,45 

5 1,14 4-6 5 33,80 

6 1,10 6-7 6 30,44 

7 1,30 3-5 7 30,55 

8 0,31 7-5   

Tabela 7 – Diâmetros e custo para a rede Two loop 

Tubo Surco et al. (2018a) Ezzeldin & Djebedjian (2020) Presente trabalho 

1 0,4572 0,4572 0,4572 

2 0,2540 0,2540 0,2540 

3 0,4064 0,4064 0,4064 

4 0,1016 0,1016 0,1016 

5 0,4064 0,4064 0,4064 

6 0,2540 0,2540 0,2540 

7 0,2540 0,2540 0,2540 

8 0,0254 0,0254 0,0254 

Custo ($) 419.000 419.000 419.000 

4.3 Estudo de Caso 3 

Esse estudo de caso foi apresentado por Geem (2006) e é conhecido como RDA de GoYang, na 
Coréia do Sul. A Figura 3 representa sua topologia, contendo 1 reservatório, 30 tubos interligando 22 
nós de consumo, 9 loops e 1 bomba hidráulica de 15,61 m no primeiro tubo, proporcionando mais 
autonomia para a rede. A alimentação dessa rede é feita por gravidade e o reservatório é o primeiro 
nó. As características dos nós e os comprimentos dos tubos são apresentados na Tabela 8. Para a rede 
de GoYang são disponibilizados 8 diâmetros comerciais, totalizando 830 possíveis soluções para o 
problema (Tabela 9), em que o coeficiente adimensional de rugosidade é 100 para todos os diâmetros 
disponíveis. A pressão mínima é de 15 m para todos os nós. Para este problema, utiliza-se dois 
parâmetros diferentes para a equação de Hazen-Williams, que são 10,5879 =  e 10,667 = . Os outros 
dois parâmetros fixos são   1,852 =  e 4,871 = . Utilizou-se estes dois valores para mostrar como a 
equação de Hazen-Williams é dependente dessa constante. 

O problema foi resolvido no ambiente GAMS com o solver SBB. Os sentidos de escoamento 
encontrados para os tubos e as pressões calculadas são apresentados na Tabela 10. A Tabela 11 mostra 
uma comparação com outras abordagens para a solução do problema publicadas na literatura. Como 
pode ser visto, os melhores valores encontrados foram os custos de $ 176.994.561, com 10,5879 = , e 
de $ 177.009.557, com 10,667 = . 
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Os autores citados na comparação de resultados para a rede de GoYang fizeram uso do simulador 
hidráulico EPANET e diferentes abordagens foram usadas. Geem (2006) usou HS e para os parâmetros da 
equação de Hazen-Williams 10,5879,   1,852 = =  e 4,871 = . Eryiğit (2015) utilizou AIS e considerou duas 
situações distintas, com dois valores diferentes para o parâmetro  : 10,5879    10,667ou = = , na equação de 
Hazen-Williams. Os diferentes valores de   proporcionaram resultados distintos, evidenciando uma 
pequena sensibilidade da equação de Hazen-Williams a este parâmetro. Apesar dos valores distintos para 
o parâmetro ,  ao final, os resultados não mudaram muito, à exceção de um dos diâmetros. 

 
Figura 3 – Rede de GoYang 

Tabela 8 – Características dos nós e dos tubos para a rede de GoYang 

Nó Elevação (m) Demanda (m3/dia) Tubo Comprimento (m) 

1 71,0 -2550,0 1 165 

2 56,4 153,0 2 124 

3 53,8 70,5 3 118 

4 54,9 58,5 4 81 

5 56,0 75,0 5 134 

6 57,0 67,5 6 135 

7 53,9 63,0 7 202 

8 54,5 48,0 8 135 

9 57,9 42,0 9 170 

10 62,1 30,0 10 113 

11 62,8 42,0 11 335 

12 58,6 37,5 12 115 

13 59,3 37,5 13 345 

14 59,8 63,0 14 114 

15 59,2 445,5 15 103 

16 53,6 108,0 16 261 

17 54,8 79,5 17 72 

18 55,1 55,5 18 373 

19 54,2 118,5 19 98 

20 54,5 124,5 20 110 

21 62,9 31,5 21 98 

22 61,8 799,5 22 246 

   23 174 

   24 102 

   25 92 

   26 100 

   27 130 

   28 90 

   29 185 

   30 90 

Tabela 9  – Dados dos diâmetros disponíveis para a rede GoYang 

Diâmetro (m) Custo ($/m) Diâmetro (m) Custo ($/m) 

0,080 37.890 0,200 47.624 

0,100 38.933 0,250 54.125 

0,125 40.563 0,300 62.109 

0,150 42.554 0,350 71.524 
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Tabela 10 – Variáveis hidráulicas calculadas para a rede GoYang 

Tubo 
Sentido de escoamento 

=10,5879α  

Sentido de escoamento 
=10,667α  

Nó 
Pressão (m) 
=10,5879α  

Pressão (m) 
=10,667α  

1 1-2 1-2 1 71 71 

2 2-3 2-3 2 24,99 24,95 

3 3-4 3-4 3 26,30 26,25 

4 4-5 4-5 4 24,07 24,02 

5 5-6 5-6 5 22,75 22,37 

6 6-12 6-12 6 20,66 20,57 

7 12-15 12-15 7 25,20 25,14 

8 2-22 2-22 8 24,35 24,29 

9 2-21 2-21 9 19,98 19,90 

10 21-22 21-22 10 15,42 15,07 

11 20-22 20-22 11 15,05 15,04 

12 19-20 19-20 12 18,16 17,79 

13 2-19 2-19 13 17,38 17,15 

14 17-19 17-19 14 15,30 15,00 

15 3-16 3-16 15 15,46 15,14 

16 16-17 16-17 16 25,69 25,63 

17 18-17 18-17 17 23,85 23,79 

18 7-18 7-18 18 23,56 23,50 

19 3-7 3-7 19 24,35 24,28 

20 7-8 7-8 20 23,42 23,36 

21 4-8 4-8 21 16,09 16,03 

22 8-9 8-9 22 15,88 15,81 

23 5-11 5-11    
24 11-10 11-10    
25 6-10 6-10    
26 9-6 9-6    
27 10-13 10-13    
28 12-13 13-12    
29 13-14 13-14    
30 14-15 14-15    

Tabela 11 – Diâmetros e custos para a rede GoYang 

Tubo 
Geem (2006) 
=10,5879α  

Eryiğit (2015) 
=10,5879α  

Presente trabalho 
=10,5879α  

Eryiğit (2015) 
=10,667α  

Presente trabalho 
=10,667α  

1 0,150 0,150 0,150 0,150 0,150 

2 0,150 0,150 0,150 0,150 0,150 

3 0,125 0,125 0,125 0,125 0,125 

4 0,150 0,150 0,150 0,125 0,125 

5 0,100 0,100 0,100 0,100 0,100 

6 0,100 0,100 0,100 0,080 0,080 

7 0,080 0,080 0,080 0,080 0,080 

8 0,100 0,080 0,080 0,080 0,080 

9 0,080 0,080 0,080 0,080 0,080 

10 0,080 0,080 0,080 0,080 0,080 

11 0,080 0,080 0,080 0,080 0,080 

12 0,080 0,080 0,080 0,080 0,080 

13 0,080 0,080 0,080 0,080 0,080 

14 0,080 0,080 0,080 0,080 0,080 

15 0,080 0,080 0,080 0,080 0,080 

16 0,080 0,080 0,080 0,080 0,080 

17 0,080 0,080 0,080 0,080 0,080 

18 0,080 0,080 0,080 0,080 0,080 

19 0,080 0,080 0,080 0,080 0,080 

20 0,080 0,080 0,080 0,080 0,080 

21 0,080 0,080 0,080 0,080 0,080 

22 0,080 0,080 0,080 0,080 0,080 

23 0,080 0,080 0,080 0,100 0,100 

24 0,080 0,080 0,080 0,080 0,080 

25 0,080 0,080 0,080 0,080 0,080 

26 0,080 0,080 0,080 0,080 0,080 

27 0,080 0,080 0,080 0,100 0,100 

28 0,080 0,080 0,080 0,080 0,080 

29 0,080 0,080 0,080 0,080 0,080 

30 0,080 0,080 0,080 0,080 0,080 

Custo ($) 177.135.800 176.994.561 176.994.561 177.009.557 177.009.557 
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O solver BARON (Branch-And-Reduce Optimization Navigator), no ambiente GAMS, é um solver de 
otimização global para a solução de problemas com formulação de programação não linear (NLP) e 
programação não linear mista com variáveis inteiras (MINLP). O solver implementa técnicas de 
otimização global determinísticas com algoritmos do tipo Branch and Bound que garantem otimalidade 
global dentro de imposições de finitos limites superiores e inferiores para as expressões (igualdades e 
desigualdades) no modelo a ser resolvido. No entanto, para problemas de grande porte, como o caso de 
estudo 3, o solver começa a ter dificuldades em fechar o gap formado entre os limites inferior e superior 
para essas expressões. Por isso, foi utilizado o solver SBB (Spatial Branch and Boud) que é também um 
solver para problemas com formulação MINLP e é baseado em uma combinação do método Branch and 
Bound e alguns solvers padrão para a solução de problemas NLP com boas estimativas iniciais. 

5 CONCLUSÕES 

No presente artigo, foi desenvolvido um modelo de otimização com formulação MINLP para o 
projeto ótimo de RDA pressurizadas e em loop, considerando os sentidos de escoamento da água 
desconhecidos nos tubos, simultaneamente com os diâmetros dos tubos e com o custo total de 
instalação da rede. O modelo foi reformulado utilizando programação disjuntiva e estratégias para 
tratar as não linearidades nas equações foram aplicadas para evitar complexidades desnecessárias e 
permitiram a utilização de técnicas de otimização global em ambiente GAMS. O sistema não linear 
formado pelas equações hidráulicas pertencentes ao problema foi resolvido sem a necessidade de 
software auxiliar para o cálculo das velocidades e pressões. 

O modelo de otimização permite obter o custo mínimo de instalação da rede, que depende dos 
diâmetros comerciais dos tubos. Três estudos de caso da literatura foram usados na aplicação e 
excelentes resultados foram encontrados, como pode ser visto na comparação com trabalhos 
existentes. A maioria dos casos (83% dos artigos publicados no assunto) consideram os sentidos de 
escoamento fixos. Na rede de GoYang, evidenciou-se a influência dos parâmetros da equação de Hazen-
Williams no processo de otimização. 

A síntese de RDA é um problema complexo, devido à resolução de um sistema de equações não 
lineares, com algumas variáveis discretas. Quando os sentidos de escoamento são considerados fixos, a 
priori, o problema se limita às soluções fornecidas para a estrutura considerada. Quando os sentidos de 
escoamento são considerados variáveis do problema, a complexidade no projeto da rede é aumentada. 
Entretanto as aplicações são mais realistas, podendo trabalhar em diferentes situações e estruturas. 
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NOMENCLATURA 

,i jC  Coeficiente de rugosidade de Hazen-Williams no trecho i j−  [adm] 

TC  Custo total de instalação da rede [$] 

( )kCusto D  Custo por comprimento do tubo com diâmetro disponível kD  [$/m] 

( ),i jCusto x  Custo por comprimento do tubo no trecho i j−  com diâmetro ,i jx  [$/m] 
 Conjunto dos diâmetros comerciais disponíveis ( k ) 

kD  Diâmetro comercial disponível k  [m] 

id  Demanda de água para o nó i  [volume/tempo] 

,i j  Existência de uma ligação entre o nó i  e o nó j  ( i j− ) 

,i jEp  Altura Manométrica, ou Elevação de Pressão, gerada por uma Bomba hidráulica no trecho 
i j−  [m] 

1
,i jEp  Igual a ,i jEp  se a água flui do nó i  para o nó j , zero caso contrário 
2
,i jEp  Igual a ,i jEp  se a água flui do nó j  para o nó i , zero caso contrário 

,
min
i jEp  Valor mínimo para a bomba hidráulica no trecho i j−  [m] 

,
max
i jEp  Valor máximo para a bomba hidráulica no trecho i j−  [m] 

ih  Elevação do nó i  [m] 
,i j  Nó de demanda 

k  Diâmetro disponível 

,i jL  Comprimento do trecho i j−  [m] 
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 Nós de demanda ( , i j ) 

iP  Pressão no nó i  [m] 
min

iP  Pressão mínima no nó i  [m] 

,i jq  Vazão volumétrica no trecho i j−  [m3/s] 
1
,i jq  Igual a ,i jq  se a água flui do nó i  para o nó j , zero caso contrário 
2
,i jq  Igual a ,i jq  se a água flui do nó j  para o nó i , zero caso contrário 

,i jq  Logaritmo natural de ,i jq  no tubo i j−  

,
min
i jq  Valor mínimo para a vazão volumétrica no trecho i j−  [m3/s] 

,
max
i jq  Valor máximo para a vazão volumétrica no trecho i j−  [m3/s] 

kR  Rugosidade do tubo com diâmetro disponível kD  [adm] 

,i jv  Velocidade da água no trecho i j−  [m/s] 
1
,i jv  Igual a ,i jv  se a água flui do nó i  para o nó j , zero caso contrário 
2
,i jv  Igual a ,i jv  se a água flui do nó j  para o nó i , zero caso contrário 

,i jv  Logaritmo natural de ,i jv  no trecho i j−  

,
min
i jv  Valor mínimo para a velocidade da água no trecho i j−  [m/s] 

,
max
i jv  Valor máximo para a velocidade da água no trecho i j−  [m/s] 
1
,i jW  Verdadeira, se a água escoa do nó i  para o nó j  ou falsa, caso contrário 
2
,i jW  Verdadeira, se a água escoa do nó j  para o nó i  ou falsa, caso contrário 

1
,i jw  1, se a água escoa do nó i  para o nó j  ou zero, caso contrário 
2
,i jw  1, se a água escoa do nó j  para o nó i  ou zero, caso contrário 

,i jx  Diâmetro do trecho  i j−  [m] 

, ,i j kY  Verdadeira, se no trecho i j−  o diâmetro kD  for selecionado ou falsa, caso contrário 

, ,i j ky  1, se no trecho i j−  o diâmetro kD  for selecionado ou 0, caso contrário 
,     e   Coeficientes da equação de Hazen-Williams [adm] 

,i j  Custo do trecho i j−  [$] 

,i j  Rugosidade do tubo no trecho i j−  [adm] 

,Δ i jP  Queda de pressão no tubo no trecho i j−  [m] 
1
,Δ i jP  Igual a ,Δ i jP  se a água flui do nó i  para o nó j , zero caso contrário 
2
,Δ i jP  Igual a ,Δ i jP  se a água flui do nó j  para o nó i , zero caso contrário 

,Δ i jP  Logaritmo natural de ,Δ i jP  no trecho i j−  

,Δ min
i jP  Valor mínimo para a queda de pressão no trecho i j−  [m] 

,Δ max
i jP  Valor máximo para a queda de pressão no trecho i j−  [m] 
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